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Resumen

Se desarrolla la experiencia de una unidad didéctica en el marco de la teoria de
Brousseau y de la Ensenanza para la Comprension. El Topico Generativo es la
integral definida. Las Metas de Comprension son la definicion de la integral definida
y las formas de evaluacion de la integral definida. Los Desempefios de Comprension
son actividades autonomas de evaluacion de integrales definidas. El propdsito de esta
actividad es que los alumnos comprendan que pueden calcular aproximadamente una
integral definida a través de una suma de Riemann. Las actividades son propuestas a
través de material con soporte informatico y entre ellas esta la realizacion de un
informe sobre la experiencia del calculo numérico de la integral definida.
Posteriormente se analizan los comentarios de los alumnos.

Palabras clave: Ensefianza para la comprension educacion, situaciones didacticas,
calculo integral, Scilab, trabajo autébnomo.
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2 Uso de software libre para el aprendizaje de la integral definida

Introduccion

La materia Analisis Matematico II es una asignatura del segundo semestre de primer afio,
para los estudiantes de las seis especialidades de las carreras de Ingenieria de la Facultad de
Ingenieria de la Universidad Nacional de Rosario, Argentina. En la misma se continta con el
tratamiento de conceptos y aplicaciones del Calculo Diferencial e Integral para funciones de una
variable real, complementando los presentados en Analisis Matematico 1.

La Unidad 1 es Célculo Integral. Se comienza con el problema introductorio de calculo de
areas, donde partiendo del conocimiento de areas elementales, como la del rectangulo se
obtienen areas debajo de una curva por el método de exhauscion o método de agotamiento
(Stewart, 2008 y Thomas, 2006). Este es el precursor del concepto de Suma de Riemann que
permite definir integral de una funcion en un intervalo. Aparece entonces la primera evaluacion
de la integral definida, mediante la construccion de la suma de Riemann y el paso al limite
cuando la norma de la particion tiende a cero. En este punto el docente desarrolla la clase en
forma expositiva-dialogada en un ejemplo de calculo de integral definida por la definicion. Se
pone de manifiesto lo laborioso que es el célculo de la suma ya que se debe recurrir a formulas
de sumas de potencias de enteros positivos, y el posterior paso al limite. Los alumnos luego
trabajan sobre otros ejercicios en el calculo de valor de la integral.

Con el Teorema Fundamental del Calculo aparece la segunda forma del calculo de la
integral definida mediante la obtencion del funcién antiderivada del integrando y evaluando
dicha funcion en los extremos de integracion. Esta forma de evaluacion es recibida con
beneplécito por los alumnos, ya que la comparan con la anterior. Suponen ademads que todas las
integrales definidas (entiéndase correctamente definidas) se pueden calcular “facilmente” por
esta segunda forma. Siguiendo con el programa de la materia se trabaja en la obtencion de
primitivas a través de diferentes métodos, y con el uso de tablas de integracion.

Ahora, se instala la pregunta: ;Coémo se resuelven integrales definidas de funciones cuya
primitiva no se puede expresar analiticamente y por lo tanto no se puede aplicar, para el calculo,
la regla de Barrow?

Para responderla se propone entonces una actividad con la utilizaciéon de un software libre
Scilab (Chancelier et al., 2007). Esta actividad es guiada a través de un material didactico
autocontenido. Este actua como un “medio” en la teorizacion de Brosseau (1987), un
“dispositivo de apoyo” al estudio a través de los cuales se contextualiza la matematica a ensefar.

En este trabajo se muestra la justificacion de la metodologia utilizada, el criterio de
eleccion del software libre, el desarrollo de la experiencia y analisis de resultados y por ultimo
las conclusiones. Ademads se adjunta un anexo con el material didactico utilizado en la
experiencia.

Justificacion de 1a metodologia usada

En las ultimas décadas, los tedricos del aprendizaje han demostrado que los alumnos no
recuerdan ni comprenden gran parte de lo que se les ensefia. Para comprender ideas complejas y
formas de investigacion, los estudiantes deben aprender haciendo y deben intercambiar
activamente opiniones. Para ello, desde el marco conceptual de la Ensefianza para la
Comprension (Stone Wiske, 2005) se trabaja a través de:

Topicos Generativos. Son temas, cuestiones, conceptos, ideas, etc. que ofrecen
profundidad, significado, conexiones y variedad de perspectivas en un grado suficiente como
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para apoyar el desarrollo de comprensiones poderosas por parte del estudiante. Identificamos en
este trabajo como topicos generativos ‘el concepto de integral definida’.

Metas de Comprension. Son los conceptos, procesos y habilidades que deseamos que
comprendan los estudiantes y que contribuyen a establecer un punto central cuando se ha
determinado hacia donde encaminarse. En el trabajo propuesto los estudiantes desarrollaran
comprension en cuanto a: la definicion y las formas de evaluacion de la integral definida.
¢ Cudles son las similitudes o diferencias mas importantes entre las formas de evaluacion?
¢ Cual es la vinculacion entre las formas de evaluacion?

Desempeiios de Comprension. Son las actividades que proporcionan a los estudiantes la
ocasion de aplicar los conocimientos a una diversidad de situaciones con la guia de un buen
entrenador. Ayudan a construir y a demostrar la comprension de los estudiantes, exigir que los
estudiantes muestren sus comprensiones de una forma que pueda ser observada, haciendo que su
pensamiento se torne visible. En el trabajo propuesto, estos desempefios de comprension estaran
dados por: actividades autonomas de evaluacion de integrales definidas con lapiz y papel y la
evaluacion a través de un software. El proposito de esta actividad es que los alumnos
comprendan que siempre pueden calcular aproximadamente una integral definida a traveés de
una suma de Riemann.

Evaluaciéon Continua. La Evaluacion Continua es integrar el desempeiio y la
retroalimentacion que necesitan los estudiantes en el desarrollo de la comprension de un tdpico o
concepto especifico, de tal modo que permitan mejorar sus proximos desempefios. La Evaluacion
Continua tiene dos componentes principales: establecer criterios de valoracion y proporcionar
retroalimentacion. Es importante que la retroalimentacion recoja diferentes perspectivas de las
reflexiones de los estudiantes sobre su propio trabajo, de las reflexiones de los compaifieros sobre
el trabajo de los otros y de los docentes mismos. En este caso se analizan y trabajan los informes
producidos por los alumnos en las horas de clase presenciales.

JPor qué elegimos el software libre Scilab?

Existen dos tipos de software de célculo cientifico: los programas de calculo simbolico que
"hacen matematica’ y los programas de calculo numérico, que son principalmente concebidos
para las aplicaciones matematicas. En la primera categoria se encuentran, entre otros, Maple y
Mathematica. Estos softwares son utilizados desde hace varios afos en las clases de matematica
basica de las universidades. En la segunda categoria de programas de calculo numérico, donde el
mercado es mas amplio, se encuentran los programas comerciales como Matlab. Aqui se inserta
Scilab, con la diferencia que es un software libre (al igual que Octave y FreeMath), distribuido
con su codigo fuente.

Scilab ha sido desarrollado principalmente por investigadores del INRIA (Instituto
Nacional de Investigacion en Informatica y Automadtica de Francia) y de la ENPC (Escuela
Nacional de Puentes y Calzadas, Francia) con numerosas contribuciones exteriores, a menudo
bajo la forma de toolboxs (ver la pagina www.scilab.org). El programa se puede bajar de la
pagina anterior, tanto en versiones ejecutables para diferentes configuraciones como en su
codigo fuente. Las ayudas en linea (help) y la documentacion se encuentran en inglés y francés.

Scilab posee un intérprete, objetos y funciones adaptadas al calculo numérico y a la
visualizacion de datos. Ademads de vectores y matrices (que pueden contener nimeros reales o
complejos, enteros, cadenas de caracteres, polinomios, etc.), se pueden definir en Scilab objetos

1 CEMACYC, Republica Dominicana, 2013.



4 Uso de software libre para el aprendizaje de la integral definida

mas complejos a partir de estructuras y cargar las operaciones correspondientes. Ademas, el
usuario puede agregar a Scilab funciones escritas en lenguaje C, C++ o0 en FORTRAN que se
conectan dindmicamente a Scilab. Contiene también numerosos utiles de visualizacion grafica,
graficas en 2D y 3D, lineas de nivel, curvas paramétricas, animaciones, etc (Chancelier et al.,
2007).

Disponibilidad y acceso

En la Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria y Agrimensura, donde transcurre esta experiencia,
se dispone de laboratorios donde hay horarios distribuidos por catedra y horarios de libre uso,
ademads de un laboratorio de libre uso en tiempo completo para los alumnos. A pesar de esto, los
alumnos trabajan generalmente en sus propios ordenadores. Los alumnos que cursaron la escuela
media en escuelas publicas, han recibido del gobierno nacional una notebook a través del
programa Conectar Igualdad (http://www.conectarigualdad.gob.ar/). En esta notebook se
encuentran instaladas varias aplicaciones de software libre, en particular el programa Scilab. Del
programa Conectar Igualdad, la Facultad también ha recibido notebooks a disponibilidad de los
alumnos. Se realiza periddicamente la pregunta si disponen de una computadora con conexion a
Internet en sus casas y la respuesta ha sido siempre positiva. La Facultad dispone de una red wifi
en todas sus instalaciones, permitiendo el acceso continuo a Internet.

Desarrollo de la experiencia y analisis de resultados

Volviendo al desarrollo del tema de la materia Analisis Matematico 11, se ha formulado la
pregunta: ;Como se resuelven integrales definidas de funciones cuya primitiva no se puede
expresar analiticamente y por lo tanto no se puede aplicar, para el célculo, la regla de Barrow?

Para responderla se propone una actividad con la utilizaciéon de un software computacional.
Esta actividad es guiada a través de un material didactico autocontenido (ver Anexo). Los
alumnos se organizan en grupos de hasta tres integrantes y lo realizan fuera del horario de clases.
La eleccion del software libre Scilab permite la descarga “on line” desde cualquier computadora.
Los comandos del sistema son introducidos paulatinamente, de manera que el software se puede
usar como una calculadora inteligente. Los alumnos generalmente ya poseen conocimientos de
utilizacion de lenguajes computacionales.

La experiencia se ha realizado durante tres afios consecutivos, en un curso de noventa
alumnos nominales de los cuales participan activamente aproximadamente sesenta alumnos.
Estos valores se vienen manteniendo a lo largo en los tltimos afios. La materia consta de siete
horas semanales de clase ademas de tres horas de consulta a cargo de tres docentes, un profesor
de teoria y dos auxiliares simultaneos en las horas de practica. Las siete horas de catedra se
reparten igualmente entre teoria y practica. En las horas de practica y de consulta se realiza una
evaluacion continua de los alumnos que participan activamente.

Los desempefios de comprension estan dados por las actividades auténomas de evaluacion
de integrales definidas con lapiz y papel y la evaluacion a través de un software. Se realizan en
las clases de teoria, de practica, de consulta y horario extracurricular, ya que todos los alumnos
poseen la oportunidad de trabajar en ordenador con conexion a internet.

Del informe que se les pide a los alumnos sobre la actividad, se pueden extraer los
siguientes comentarios:

Todos los alumnos han realizado la tabla comparativa de resultados numéricos como la
mostrada en el ejemplo, que corresponde a la tarea 1 (Ver anexo).
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Con respecto de la tarea 2, que es realizar un informe sobre el desarrollo del trabajo, un
20% de los alumnos no realiza ninglin tipo de comentarios, otro 20% realiza comentarios
solamente referentes a la tabla. Analizaremos los comentarios del 60% restante, transcribiendo
algunas frases de los mas representativos.

Se pone de manifiesto:

e Trabajo autébnomo “Me supe manejar bien con el programa Scilab, ya que esta muy bien
explicado en el archivo como hacerlo para este trabajo”, “Incluso yo que no pude asistir a
la clase sobre manejo de Scilab, pude realizar sin problemas el trabajo interpretando los
ejemplos presentes en las hojas del trabajo practico”, “con la ayuda de la guia y con
prueba y error podemos desarrollar bien el trabajo.”

e Vinculacion con las asignaturas de informatica “nos resulto muy familiar el ambiente del
programa, ya que utiliza funciones similares a las del lenguaje “C/C++", el cual nos
ensefian en informatica 11", "partiendo de la experiencia de Informatica I, que si bien no
se utilizan los mismos Softwares la metodologia de resolucion se asemeja bastante”

e Facilidad en los célculos tediosos, ’facilita considerablemente la obtencion de

I

resultados”,” obtener el resultado de calculos tediosos de manera rapida y simple”

e Generalizacion de los célculos y apreciacion de la rapidez en los célculos, “resolucion era
e 1]

simple y rapida”, “una facilidad que encontramos fue que al lograr hacer prueba para un
valor de n, resultaba sencillo realizar los calculos con los otros valores”

e Comprension del tema “analizamos y comprendimos el manejo del sistema computacional
el cual nos facilito la compresion del tema”, “Una vez entendidos los conceptos teoricos,
el pasaje al software para resolver los ejercicios no fue complicado”

e Dificultades encontradas “Las dificultades que encontramos fueron en el método del punto
medio a la hora de armar la sentencia”

Los resultados obtenidos muestran que los alumnos fueron capaces de realizar actividades
autonomas, en grupos de hasta tres integrantes. Resolvieron el problema planteado de diferentes
formas, en un desempefio flexible. Finalmente se puede decir que las experiencias realizadas
podran ser de utilidad para el futuro profesional y que podrian mejorar los despefios de
comprension en este topico.

Conclusiones

En el espacio de la materia Analisis Matematico II, se realiza la experiencia de Ensefianza
para la Comprension, donde el topico generativo es la integral definida. Las metas de
comprension son la definicion de la integral definida y las formas de evaluacion de la integral
definida. Los Desempefios de Comprension son las actividades autdnomas de evaluacion de
integrales definidas con lapiz y papel y la evaluacion frente al ordenador. El propdsito de esta
actividad es que los alumnos comprendan que siempre pueden calcular aproximadamente una
integral definida a través de una suma de Riemann. En relacién a esto se propone un trabajo
practico con la utilizacion de un software. La evaluacion continua se presenta en la instancia de
las horas de practica, consulta, evaluacion del informe, exdmenes parciales y coloquio
globalizador.
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A pesar de no ser una actividad obligatoria, los alumnos responden favorablemente a la
realizacion del trabajo practico en un setenta por ciento de un total de aproximadamente sesenta
alumnos que participan activamente. Los resultados obtenidos son que los alumnos fueron
capaces de realizar actividades autonomas, en grupos de hasta tres integrantes. Se favorece asi la
inclusion en grupos y el trabajo colaborativo. Resolvieron el problema planteado de diferentes
formas, en un desempefio flexible. Respecto a la autonomia, los estudiantes asumen la
responsabilidad del estudio. (Exploracion, formulacion y validacion de la propuesta realizada).
Los alumnos han realizado un trabajo autonomo para generar de este modo, un saber que sea
utilizable en otras situaciones y que es demandado en el desarrollo curricular

El trabajo con el software Scilab, en este caso, brinda un abanico de posibilidades
metodoldgicas que en general no estan cubiertas por los cursos regulares, pero los alumnos
pueden descubrir a través de la utilizacion de la investigacion del software armando un verdadero
laboratorio de experimentacion.

Por ultimo, Guy Brousseau (1999) afirma, y nosotros pensamos como €l que: “(...) La
descripcion sistematica de las situaciones didacticas es un medio méas directo para discutir con
los maestros acerca de lo que hacen o podrian hacer, y para considerar como éstos podrian tomar
en cuenta los resultados de las investigaciones en otros campos. La teoria de las situaciones
aparece entonces como un medio privilegiado, no solamente para comprender lo que hacen los
profesores y los alumnos, sino también para producir problemas o ejercicios adaptados a los
saberes y a los alumnos y para producir finalmente un medio de comunicacion entre los
investigadores y con los profesores.”
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Apéndice A
Trabajo practico
Titulo:
Calculo aproximado de la integral definida
Objetivo:

Obtener el valor numérico de la integral definida mediante el uso del software Scilab.
Desarrollo

Veremos primero como integrar una funcion a través de un ejemplo simple:

La funcion elegida es f(x)=x" y el intervalo de integracion es el [0,1]

1 =j.x2dx

Primer camino: Calculo de la integral de acuerdo con la definicion
Ya hemos visto que, segun la definicion de integral definida:

1=jf(x)dx_11m Zf(x ) Ax.

donde xes el punto muestra del intervalo [x, ,,x]; en el caso de f(x)=x’ obtenemos:

1
Izjx%zx lim 02( X ) Ax,

0
Tomando todos los sub intervalos Ax; iguales, Ax, = Ax =
I =lim Mz Jaen)

=

. (1-0), -
7=1tim =0 D (x)
n—o0 n i=1
Si aproximamos el limite de n tendiendo a infinito por una cantidad finita de enes

[=D= Axif(xi*)

(b-a)
n

se tiene:

1zD=1i<x:‘>2

Tomando el valor x| correspondiente al extremo izquierdo del sub intervalo [x._,x.] queda la

siguiente formula de calculo:

_ln 2_171—1 5
D—ng,(xi—l) —ng,(xi)

El valor obtenido por esta formula sera tanto mas cercano al valor de la integral como n sea
grande.

Programacion de la formula en el lenguaje Scilab
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En negrita escribimos los comandos a teclear en la pantalla del programa y en letra inclinada
(italica) los comentarios.
Como el Scilab es un software de cdlculo numérico, vamos a ingresar los subintervalos como las
componentes de un vector, donde el primer elemento es el extremo izquierdo del intervalo [0,1]
v el ultimo el extremo derecho del intervalo [0,1]. Pero antes ingresamos el numero entero n
n=10;
El punto y coma al final de la expresion es para que el sistema no lo vuelva a mostrar, prueba a
escribir
n=10
Jque paso?, el sistema repitio la expresion.
Ahora escribimos el vector de los subintervalos
x=[0:1/n:1];
Si tecleas x en el sistema verdas los valores del vector, el sistema contesta:
X =

0. 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1.
Vamos a llamar con la letra s (de suma) las sucesivas sumas parciales
Pero antes vamos a “inicializarla “en cero
s=0;
La formula de cdlculo la podemos escribir como:
for i=1:n; s =x(i)**2/n+s; end
La instruccion for quiere decir repita la operacion aritmética que viene después del punto y
coma y hasta la expresion end, tomando la variable i todos los valores enteros desdel hasta n.
La expresion s =x(0)**2/m+s quiere decir que va sumando las dreas de los rectangulos y
acumulandolas en la variable s. x(1) es la componente numero 1 del vector x. Para elevar al
cuadrado se utilizan los dos asteriscos. La division se indica con la barra inclinada hacia la
derecha, la multiplicacion se indica con un asterisco.
Pidamos el valor final de s, tecleando:
s
el sistema responde
g =

0.285
Ya obtuvimos el primer valor aproximado de la integral, bastante alejado del valor exacto,
tomemos ahora otros valores de n, como por ejemplo:
(Para escribir menos prueba con las flechas hacia arriba y verds que aparecen las instrucciones
que tecleaste anteriormente. También puedes usar las flechas hacia abajo si te pasaste.)
n=100, s=0;
x=[0:1/n:1]; for i=1:n; s=x(i)**2/n+s; end;
respuesta del sistema s = 0.32835

n=1000, s=0
x=[0:1/n:1]; for i=1:n; s=x(i)**2/n+s; end;
S

respuesta del sistema s = 0.3328335
n=10000; s=0;

x=[0:1/n:1]; for i=1:n; s=x(i)**2/n+s; end;
s

respuesta del sistema s = 0.3332833
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Segundo camino: Calculo de la integral de acuerdo con la definicion con la regla del punto
medio
En este caso utilizamos la definicién, pero tomamos el valor x; correspondiente al promedio de

los valores entre el extremo izquierdo y el extremo derecho del sub intervalo [x._l,xi] quedando

1

la siguiente formula de calculo:

1=M =AY f(%)

donde Ax :M y X :l(xi—l +x;)
n

1
En nuestro caso particular, donde [ :szdx , formula de M queda:
0

M=2Y @)
nig
Programacion de la formula en el lenguaje Scilab
n=10;s=0;
x=[0:1/n:1]; for i=2:n+1; s=(x(i-1)/2+x(i)/2)**2/n+s; end;

s
respuesta del sistema s = 0.3325

n=100;s=0;

x=[0:1/n:1]; for i=2:n+1; s=(x(i-1)/2+x(i)/2)**2/n+s; end;
s

respuesta del sistema s = 0.333325

n=1000;s=0;

x=[0:1/n:1]; for i=2:n+1; s=(x(i-1)/2+x(i)/2)**2/n+s; end;
s

respuesta del sistema s = 0.3333332

n=10000;s=0;

x=[0:1/n:1]; for i=2:n+1; s=(x(i-1)/2+x(i)/2)**2/n+s; end;
s

respuesta del sistema s = 0.3333333

Tercer camino: Calculo de la integral de acuerdo con la regla del trapecio
En este caso en lugar de calcular el area un rectangulo calculamos el area de un trapecio con

bases f(x, ;) y f(x;) yconaltura Ax, quedando la siguiente formula de calculo:
Ax
I=T =)+ 2 (0)+2/ () +t ()]

dondeAx:M y x,=a+ilAx
n
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1

En nuestro caso particular, donde [ =Jx2dx , formula de T queda:
0

T=i[(x0)2+2§(xi)2+(x")2}

Programacion de la formula en el lenguaje Scilab
n=10;s=0;

x=[0:1/n:1]; s=(1/(2*n))*(x(1)**2+x(n+1)**2);
for i=2:n; s=(1/(2*n))*(2*x(i)**2)+s; end;

s

respuesta del sistema s =0.335

n=100;s=0;

x=[0:1/n:1]; s=(1/(2*n))*(x(1)**2+x(n+1)**2);
for i=2:n; s=(1/(2*n))*(2*x(i)**2)+s; end;

s

respuesta del sistema s = 0.33335

n=1000;s=0;

x=[0:1/n:1]; s=(1/(2*n))*(x(1)**2+x(n+1)**2);
for i=2:n; s=(1/(2*n))*(2*x(i)**2)+s; end;

s

respuesta del sistema s = 0.3333335

n=10000;s=0;

x=[0:1/n:1]; s=(1/(2*n))*(x(1)**2+x(n+1)**2);
for i=2:n; s=(1/(2*n))*(2*x(i)**2)+s; end;

s

respuesta del sistema s = 0.3333333

Como hacerlo mucho mas facil: Calculo directo a través del software

Mediante la sentencia integrate

integrate('x**2','x',0,1)

ans =

0.3333333

En este comando del sistema aparece dentro del paréntesis la funcion a integrar, la variable de
integracion y los extremos del intervalo. Atencion con las comillas que abren y cierran en la
funcion a integrar y en la variable de integracion.

Tabla resumen de resultados:

1
1
2
Valor exacto 1 =J.x dx = 5
0

Resultados numéricos

1 CEMACYC, Republica Dominicana, 2013.
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Método n 10 100 1000 10000

Definicion D 0.285 0.32835 0.3328335 0.3332833
Punto Medio | M 0.3325 0.333325 0.3333332 0.3333333
Trapecios T 0.335 0.33335 0.3333335 0.3333333

Observa que por la definicion calculando en el extremo izquierdo siempre nos acercamos
por defecto al valor exacto de la integral, lo mismo que calculando en el punto medio, pero con
mas precision. En cambio por el método de los trapecios nos acercamos por exceso. Con 10000
subintervalos llegamos a la méxima aproximacién que podemos hacer trabajando con esta
precision.

Produccion propia
Tarea 1

La funcion f(x)=e" no posee una primitiva que se pueda expresar analiticamente, sin embargo

aparece frecuentemente en célculos de ingenieria. Es por ello que se debe integrar en forma
numérica. Realiza el mismo trabajo que hicimos anteriormente, con esta nueva funcion, es decir
calcula:

1 :j. e dx
0

sabiendo que en sintaxis Scilab e* se escribe exp(x**2).
Realiza la tabla de resultados numéricos como la anterior y comento los resultados.

Tarea 2

Realiza un informe por grupo (maximo de integrantes 3) donde aparecen los resultados
obtenidos y una descripcion del desarrollo de este trabajo practico en cuanto a facilidades o
dificultades encontradas

ANEXO

Obtencion del software Scilab:

1.- Bajar el software Scilab de la pagina http://www.scilab.org

Para ello tiquear en Downlod Scilab Version 5.4.0

2.- Instalarlo (se instala automaticamente tiqueando el ejecutable que bajaron)
3.- Llamarlo desde el icono

CONSULTO MIS DUDAS O PROBLEMAS CON LA DOCENTE A CARGO !!!

1 CEMACYC, Republica Dominicana, 2013.



