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Resumen

El estudio tiene como propdsito investigar los procesos de transferencia del
aprendizaje situado de la sintaxis algebraica para la resolucion de ecuaciones lineales,
cuando se utiliza un modelo de ensefianza concreto, virtual y dindmico con
estudiantes de nivel secundaria. Al final del estudio, los alumnos muestran un avance
significativo en la resolucion de ecuaciones y se puede decir que en su mayoria
logran realizar la transferencia de las acciones efectuadas con el sistema de signos del
modelo concreto (balanza virtual) a acciones que se ejecutan con el sistema de signos
del algebra. A su vez, se observé que los procesos de transferencia pasan por
diferentes etapas, dependiendo del sistema de signos hacia el cual se logra la
transferencia de acciones.

Palabras clave: Sintaxis algebraica, balanza virtual, ecuaciones lineales, affordances,
transferencia, aprendizaje situado.

Introduccion

Hay pocos indicios de que lo que se aprende en una situacion se aplique espontanea o
facilmente a otra distinta, es decir que se dé una transferencia del aprendizaje a otra situacion
distinta de aquella en la que éste tuvo lugar. Si bien algunos investigadores que han desarrollado
la idea de aprendizaje situado (Lave y Wenger, 1991) han cuestionado el uso que se hace de los
resultados de estudios de transferencia, lo cierto es que en el terreno de la educacion matematica
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los fenémenos de transferencia (y no transferencia) siguen estando presentes y resultan de interés
para la investigacion en este campo.

En el trabajo que aqui se presenta interesa estudiar los fendmenos de transferencia de las
acciones realizadas en un modelo concreto virtual (modelo de la balanza) para la resolucion de
ecuaciones lineales a acciones en el nivel de la sintaxis del método algebraico de resolucion.

Antecedentes.

Cuando los estudiantes se inician en el estudio del 4lgebra y se enfrentan a trabajar con
incdgnitas, acceden a otros niveles de pensamiento superando lo numérico y los procedimientos
netamente aritméticos. Diversos estudios han documentado los errores de los estudiantes,
analizando gramaticalmente las expresiones algebraicas (por ejemplo, Davis, Jockusch &
McKnight, 1978; Matz, 1982). Kieran (1992), Matz (1980) y Booth (1984) sefialan que es dificil
para los estudiantes comprender que los signos de operacién cambian su significado al cambiar
de un dominio de conocimiento a otro, pues la aritmética y el dlgebra comparten muchos de los
mismos signos y simbolos, tales como el signo igual, el de adicién y el de sustraccion, inclusive
el uso de letras. Los simbolos +y -, que en la aritmética funcionan como operaciones ejecutables
como en los algoritmos de la adicion y la sustraccion y que llevan a un resultado numérico, en el
campo del algebra relacionan términos que contienen literales y son operaciones suspendidas.

Filloy y Rojano (1989) han reportado que ocurre una ruptura didactica entre la resolucion
de ecuaciones del tipo ax+b=c, las cuales puede resolverse por métodos aritméticos, y la
resolucion de ecuaciones del tipo ax+b=cx+d que necesitan métodos algebraicos formales. De
acuerdo con estos autores, el transito del primer tipo de ecuaciones al segundo no es inmediato,
es necesario construir o adquirir elementos de la sintaxis algebraica, y la construccion de estos
elementos sintacticos esta basada en un conocimiento aritmético pero a su vez, requiere de una
ruptura con la aritmética. En este transito, las concepciones de estudiantes de operar con los
numeros deben cambiar por el concepto de operar con objetos algebraicos. Aunque algunas
investigaciones (Bolea, Bosch y Gascon, 1998; Bolea, 2002) muestran el sentido en que la
institucion escolar interpreta generalmente el algebra elemental, como una aritmética
generalizada, y las consecuencias sobre tales interpretaciones.

En resumen, estas investigaciones advierten sobre las dificultades que los estudiantes
enfrentan en su transito al pensamiento algebraico y plantean la necesidad de estudiar a fondo la
naturaleza de lo didactico, cognoscitivo y epistemologico en relacion a tales dificultades.

El uso de modelos concretos como uno de los acercamientos para ensenar a los alumnos
codmo resolver ecuaciones lineales es a menudo objeto de debate en la literatura cientifica. De
acuerdo con J. Vlassis (2002), durante varios afios, una serie de autores (Herscovics y Kieran,
1980; Filloy y Rojano, 1989; Linchevski y Herscovics, 1996) han experimentado con diversas
situaciones y modelos concretos con los que los estudiantes aprenden a resolver ecuaciones.
Vlassis basa sus reflexiones sobre los resultados de un estudio empirico; en sus investigaciones
hace referencia al uso de modelos concretos para la ensefianza de las ecuaciones lineales. Sus
observaciones muestran que el modelo de la balanza puede ayudar a los estudiantes en el
aprendizaje de métodos formales en la resolucion de ecuaciones, con la incégnita en ambos lados
de la ecuacion. Para Vlassis, el modelo de la balanza es una herramienta efectiva en la
transmision de los principios de transformacion, ademas hay un interés esencial en darle
significado concreto a esas manipulaciones y proporcionar operaciones mentales imaginarias,
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aunque manifiesta que la presencia de nimeros negativos en la resolucion de ecuaciones lineales
por parte de los estudiantes da lugar a muchos errores.

Filloy y Rojano (1984), Vergnaud y Cortés (1986) argumentaron que la presentacion de
situaciones-problema usando la balanza de dos platillos es extremadamente util para la
introduccion del algebra, aunque en el estudio de Filloy y Rojano (1984 y 1989) identificaron
tendencias extremas en relacion a la modelacion concreta, consistentes, por un lado, en un
arraigo al modelo alin en situaciones en las que éste no se podia aplicar, y por otro, un
desprendimiento casi inmediato del modelo para trabajar en el nivel sintactico “puro”. Rojano y
Martinez (2009) han investigado sobre el uso del modelo de la balanza (en una version virtual y
dindmica) para la resolucion de ecuaciones lineales, la cual favorece en los estudiantes la
abstraccion.

En esta investigacion se utiliza un modelo de enserianza basado en la misma balanza virtual
utilizada por Rojano y Martinez (2009) y que esté constituido por la unidad interactiva “resolucion
de ecuaciones lineales”, dicha unidad esta conformada por applets presentes en una secuencia de
escenas y que llevan a cabo una funcion muy especifica. La idea es estudiar los procesos de
transferencia (y no transferencia) que experimentan los alumnos al pasar de trabajar con la
balanza virtual a resolver las ecuaciones con las reglas de la sintaxis algebraica.

Transferencia situada.

La nocidn clasica de la transferencia del conocimiento (Greeno, Smith y Moore, 1993), se
reduce a explorar si los estudiantes que han aprendido un cierto conocimiento en un contexto
determinado pueden utilizarlo para enfrentar y resolver otras situaciones que muestran diferencias
notables con las estudiadas inicialmente. Varios modelos alternativos de transferencia han
surgido en respuesta a las criticas de la transferencia clasica (véase Bransford & Schwarz, 1999;
Greeno, Smith, & Moore, 1993; y Lobato, 2003). Greeno, Smith y Moore (1993) presentan una
vision alternativa de la transferencia, denominada transferencia del aprendizaje situado, en donde
interesa discutir las caracteristicas del contexto donde se efectud el estudio de determinada
situacion y cudl fue el papel de la interaccion social en dicho estudio.

Algunos investigadores (Greeno, 1997, 1998, Greeno, Smith y Moore, 1993) han puesto de
relieve la importancia fundamental de las affordances’ (cualidades de los objetos, o entornos,
que permiten a un individuo realizar una accion) y sugieren que la transferencia depende de una
capacidad de percibir las affordances para la practica que estan presentes en una nueva situacion.
En el estudio que aqui nos ocupa las affordances que surgen del disefio de la balanza virtual
permiten realizar actividades con dicho artefacto, visto de otra forma las propiedades del
artefacto invitan a los estudiantes a su interaccion. La affordance es entonces el uso potencial de
la balanza en relacion con el entorno, en donde hay una disposicion tanto del agente, del objeto,
como del entorno para generar una construccion, capaz de otorgar inmediato reconocimiento,
sentido y funcionalidad. La investigacion que aqui se presenta, se propone observar y analizar
coémo las affordances que estan presentes en el Modelo de la Balanza son reconocidas y
transferidas por los sujetos a la sintaxis algebraica.

Las affordances presentes en el diseio de la balanza virtual son:

' Aqui usaremos el término en inglés, con esta connotacion.
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Pesar en la balanza virtual, es decir, colocar pesas en los platillos a través de la
manipulacion directa, de tal forma que ambos platillos tengan el mismo peso. El alumno obtiene
el efecto de estas acciones de manera visual cuando ambos platillos queden equilibrados. Cabe
sefialar que con la balanza diagramatica no hay posibilidad de pesar.

Representar ecuaciones en la balanza virtual permite comprender la nocion de equilibrio
que es equivalente a la igualdad algebraica en la ecuacion sintdctica, mientras que en la balanza
diagramatica, aunque hay posibilidad de representar ecuaciones, no se percibe visualmente el
equilibrio.

Resolver ecuaciones de manera concreta: el estudiante al realizar cada accidon obtiene un
efecto visual en la balanza virtual y en la ecuacion simbolica que se encuentra en la base de la
balanza, lo anterior retroalimenta al estudiante en las acciones posteriores. La preservacion de la
igualdad en cada paso de la transformacion de la ecuacion se corresponde con el restablecimiento
del equilibrio, sin embargo, en la balanza diagramatica el estudiante debe anticipar lo que va a
suceder con cada accion.

Manipulacion de objetos: el estudiante realiza una manipulacion virtual de los objetos
(bloques de x y de una unidad de peso) realizando acciones que producen determinados efectos y
con ello, dan significado a dichas manipulaciones cuando resuelven ecuaciones de manera
sintactica.

Metafora del equilibrio: el establecimiento de una situacion de equilibrio entre los dos
platillos permite a los estudiantes dar sentido a las propiedades de la igualdad en la solucion de
ecuaciones lineales y asi llegar a la equivalencia equilibrio-igualdad.

Descripcion del modelo de enseiianza.

Se trabaja con la Unidad Interactiva “resolucion de ecuaciones lineales” la cual contiene un
modelo de balanza virtual y dindmica, se utiliza como un apoyo concreto para dar sentido a las
propiedades de la igualdad en la resolucion de ecuaciones (Rojano y Martinez, 2009). Esta unidad
interactiva esta dividida en dos apartados: Balanza I (balanza simple, figura 1) y Balanza II
(balanza con poleas, figura 2), el primer apartado aborda la resolucién de ecuaciones lineales del
tipo ax+tb=c, y ax + b= cx + d, con a, b, c y d enteros positivos y el segundo apartado con a, b, ¢
y d enteros positivos o negativos.

x4 = -1
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Figura 1. Balanza simple Figura 2. Balanza con poleas
Método.

Se realiza un estudio de corte cualitativo, con intervencion en la fase de ensefianza. La
poblacion es un grupo de estudiantes que cursan el segundo grado de educacion secundaria. Se
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trabaja con estudiantes que no han recibido instruccion en la resolucion de ecuaciones lineales del
tipo ax+b=c y ax+b = cx+d, pero si del tipo +4=9.

Marco de andlisis.

Con el proposito de analizar y discutir los datos recabados con cada uno de los sujetos en el
estudio piloto, se utiliza un marco de analisis el cual nos permita identificar estratos de
transferencia en la resolucion de ecuaciones lineales. Los procesos de transferencia se van
manifestando en distintos niveles de abstraccion y por lo tanto a través de distintos estratos de
sistemas de signos que utilizan los estudiantes al resolver ecuaciones lineales, a partir de la
experiencia con la unidad didéctica de la balanza virtual; no vamos a hablar de si hay o no
transferencia, sino de una transferencia estratificada.

Estratos de transferencia (se refieren al sistema de signos al que se realiza la transferencia):
Estrato de transferencia del Sistema de Signos de la Aritmética (SSAr)

Los estudiantes que realizan transferencia en este estrato resuelven la ecuacion utilizando el
sistema de signos de la aritmética; recurren a las affordances de este estrato que son operatividad
numeérica y una nocion de igualdad, en donde suelen hacer uso de hechos numéricos y técnicas de
conteo. Booth (1983) ha sefialado el uso de ambos entre estudiantes que se inician en el algebra.

Estrato de transferencia de la Balanza Virtual (SSBV)

Los estudiantes que realizan transferencia en el modelo de la balanza virtual requieren de la
unidad didactica para resolver ecuaciones, es decir, recurren a las affordances de este estrato que
son manipulacion de objetos y la metafora del equilibrio.

Estrato de transferencia de la Balanza Diagramatica (SSBD)

Los estudiantes que realizan transferencia en este estrato requieren del modelo
diagramatico para resolver una ecuacion, es decir, recurren a las affordances de este estrato que
son metafora del equilibrio y manipulacion mental de objetos, pues para encontrar el valor de la
incognita requieren dibujar la balanza y los bloques, o bien solo los bloques.

Estrato de transferencia del Sistema de Signos del Algebra (SSAl)

Los estudiantes que realizan transferencia en este estrato para resolver una ecuacion utilizan
métodos formales de resolucion de ecuaciones que incluyen la transposicion de términos y
ejecutar la misma operacién en ambos lados de la ecuacion, es decir, recurren a las affordances
de este estrato que son métodos sintacticos de resolucion de ecuaciones y la nocion de igualdad
algebraica restringida.

Los estratos anteriores surgen a partir del analisis de los casos y estan intimamente ligados
con el tipo de affordances que recupera el sujeto al cambiar de un sistema de signos a otro. En el
reporte del estudio se observa que hay estudiantes que transitan por cada uno de los estratos hasta
ser usuarios competentes del sistema de signos del dlgebra, pero la evolucion de la transferencia
en los sistemas de signos no es lineal, ni jerdrquicamente ordenada, se da por ciclos, pues un
estudiante puede haber evolucionado con un cierto tipo de ecuaciones, pero cuando se le plantea
una modalidad de ecuacion distinta requiere nuevamente del modelo virtual, del diagramatico o
bien del sistema de signos de la aritmética para apoyarse y poder resolver la ecuacion. A
continuacion se describe el desarrollo del estudio.
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Trabajo experimental con la balanza virtual.

Al inicio del estudio se aplico a un grupo de ocho estudiantes un cuestionario inicial, con el
fin de identificar en ellos las caracteristicas individuales de pensamiento aritmético y pre-
algebraico, asi como las estrategias utilizadas en la resolucion de ecuaciones lineales.

El trabajo experimental se realiz6 utilizando la unidad interactiva de resolucion de
ecuaciones lineales. En situacion de entrevista con instruccion se enseild al alumno la resolucion
de ecuaciones lineales, a través de dos apartados: Balanza I (balanza simple, figura 3) y Balanza
IT (balanza con poleas, figura 4). El primer apartado estd compuesto de cuatro fases: encontrar el
peso desconocido (en donde el alumno debia simplemente encontrar cuanto pesa x poniendo
bloques de peso 1 del lado derecho de la balanza hasta que ésta se equilibre), representar
ecuaciones (del tipo ax+b=cx+d con a,b,c y d enteros positivos en la balanza), encontrar el valor
de x (manipulando los bloques de la balanza ) y resolver ecuaciones con la balanza fija (aqui el
alumno transité de la manipulacion concreta a la sintaxis algebraica).

En el segundo apartado (Balanza II, figura 4), la cual contiene tres fases, los alumnos
aprendieron a representar una ecuacion del tipo ax+b=cx+d, posteriormente pudieron encontrar
el valor de x (aqui las operaciones validas son quitar pesas de los platos y poner pesas ya sea
tomandolas de las pilas disponibles al centro, o bien pasando pesas de un plato a otro, transponer)
y resolver ecuaciones con la balanza fija en donde transitaron hacia la operatividad algebraica
dejando atras el modelo de la balanza.

Explora y observa. Quita y pon pesas manteniendo el

Encuentra el valor de x. Quita y pon pesas equilibrio y la igualdad. Encuentra el valor de x.

manteniendo el equilibrio y la igualdad.

X+1 =8 5x-6 =1 -1
) » 7 g
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Figura 3. Balanza simple Figura 4. Balanza con poleas

Aplicacion de los cuestionarios.

Con el objeto de indagar los procedimientos utilizados por los estudiantes en la resolucion
de ecuaciones lineales con el apoyo de la unidad interactiva, se aplicaron cuestionarios en cuatro
momentos, uno cuando los estudiantes transitaron de la manipulacién concreta a la sintaxis
algebraica (Cuestionario I, balanza simple), dentro del modelo virtual, y posteriormente cuando
resolvieron ecuaciones con el apoyo de la balanza fija y asi poder observar la transferencia a
papel y lapiz (Cuestionario II, balanza simple). De la misma forma se hizo en la balanza con
poleas (Cuestionario III y Cuestionario IV).

Discusion final y resultados.

Al finalizar el estudio, todos los estudiantes entrevistados mostraron un avance
significativo en la resolucion de ecuaciones y se puede decir que lograron transferir las acciones

del estrato del SSBV al estrato del SSAL pues ya no se apoyan en el modelo diagramatico ni en el
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virtual para encontrar el valor de la x; utilizan métodos formales para resolver los items, como la
transposicion de términos y el quitar los mismos términos en ambos lados de la ecuacion. A
continuacion, se muestra el caso de Jazmin, con el que se ilustran distintas etapas de la

transferencia al SSAL

En el diagndstico, Jazmin resuelve correctamente la mayoria de las ecuaciones aritméticas;
en sus resoluciones utiliza métodos intuitivos que incluyen el uso de hechos numéricos y técnicas
de conteo. Con respecto a la resolucion de ecuaciones algebraicas que poseen la ocurrencia de la
incognita en ambos lados de la igualdad no resuelve ningun item.

Después de haber resuelto ecuaciones mediante el apoyo de la balanza virtual (simple), la
alumna realiza la transferencia al estrato del SSBD en la mayoria de sus resoluciones. Como
podemos observar, en la figura 5, para encontrar el valor de x Jazmin dibuja los bloques, es decir,
las affordances presentes en el modelo no las transfiri6 a la sintaxis algebraica, sino al SSBD.

[0x+4= |

nin [ S
R ke QU

\:'\A\\

Figura 5. Resolucion de Jazmin. Cuestionario I

Posteriormente y después de encontrar la solucion de ecuaciones con el apoyo de la balanza
fija, la alumna no requiere del modelo virtual ni del diagramadtico, es capaz de realizar la

transferencia al estrato del SSAL, aunque la utilizacion de la simbologia algebraica es atin
restringida. En la siguiente figura se muestra la resolucién de Jazmin, en donde después de
simplificar la ecuacion inicial obtiene la ecuacion 9x=99, sin pasar por ecuaciones intermedias y

a diferencia su resolucion anterior utiliza el SSAL

|| $16= 254115

Ax=199

“J \ .‘n
Y=\t R ¥
) ! n\:\ :

Figura 6. Resolucion de Jazmin. Cuestionario 11

Ademas la alumna también es capaz de realizar la transferencia a ecuaciones distintas a las
contenidas en la unidad interactiva, ecuaciones que pueden llevar a lecturas polisémicas (lecturas
espontaneas en las que los estudiantes de algebra inicial tienden a involucrarse con las
ecuaciones). En la figura 7 se puede observar que Jazmin para resolver la ecuacion quita de
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ambos lados de la ecuacion los términos iguales y obtiene el valor de x, es decir, la affordance

que percibié de quitar los mismos objetos en la balanza virtual la transfirié al SSAL

X X 123

Figura 7. Resolucion de Jazmin. Cuestionario 11

Al finalizar el estudio Jazmin es capaz de realizar la transferencia a ecuaciones distintas a
las contenidas en la unidad interactiva, ecuaciones que para su resolucion requieren de la
simplificacion de términos semejantes. En la figura 8 se puede observar que Jazmin no posee
dificultades para encontrar el valor de x; quita de ambos lados los términos iguales (2x) y obtiene
una ecuacion mas simplificada, es decir, la affordance que percibié de quitar los mismos objetos

en la balanza virtual la transfirid al SSAL

XY IXHY= 284 X 127

\

Figura 8. Resolucion de Jazmin. Cuestionario IV
Por ultimo, los ocho estudiantes entrevistados mostraron signos de transferencia, aunque de

manera diferenciada, en el sentido de que dos de ellos logran una transferencia cabal al SSAl de
manera espontanea, es decir, no requieren del modelo virtual ni del diagramatico en sus
resoluciones en ninguno de los cuestionarios, pero el resto (seis estudiantes), primero logran
transferir las acciones al SSBD y después de haber resuelto ecuaciones con el apoyo de la balanza

fija transfieren dichas acciones al SSAL El caso de Jazmin es un ejemplo de la segunda situacion,
y s6lo en el primer cuestionario utiliza el modelo diagramético en sus resoluciones. Cinco
alumnos tuvieron una evolucion similar, aunque se desprendieron del modelo diagramatico de
manera diferenciada, en el caso de otro alumno (Oscar) en la mayoria de los items del tercer
cuestionario no requiere de dibujar la balanza pero sitiia los términos de acuerdo a su posicion en
la balanza, es decir, evoca el modelo virtual.

Lo anterior nos llevo a replantear el tema de la transferencia situada como transferencia por
estratos, en referencia al sistema de signos al que se transfieren las acciones aprendidas en el
modelo concreto. Dichos sistemas son estratificados, pues el del modelo virtual es de naturaleza

mas concreta que el sistema de SSAr y éste a su vez, es menos abstracto que el SSAL.
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