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Resumen

Esta investigacion de corte cualitativo tiene el objetivo de estudiar como un grupo de
estudiantes mexicanos de 16-18 afios logra significar la relacion entre las graficas
cartesianas de distancia-tiempo, velocidad-tiempo y aceleracion-tiempo al
interactuar en un entorno digital. Nuestra interpretacion se basa en asumir que el
conocimiento resulta de las acciones del sujeto cognoscente que se acerca a su objeto
de conocimiento provisto de artefactos culturales de mediacion. Las graficas
cartesianas atadas a la animacion promueven en los estudiantes una actitud para
expresar y explorar sus ideas a través de las representaciones simbolicas que ellos
mismos producen. Los resultados sugieren que este tipo de experiencias puede
ayudar a construir una so6lida base para acceder a las ideas del Calculo.

Palabras clave: Movimiento rectilineo, mediacion, SimCalc, representacion
simbolica, re-descripcion representacional.

Introduccion

El movimiento rectilineo puede considerarse como una experiencia reproducible por un
vasto numero de seres vivos. Sin embargo, solo el ser humano tiene la posibilidad de ejercer un
control sobre €1, no sélo en el sentido corporal, sino en una dimensioén simbolica. Esta dualidad
en la forma de experimentar el movimiento nos remite a lo que diversos autores reconocen como
dos formas de conocimiento. El implicito, de naturaleza inconsciente, reactiva, permanente y
fija, que ofrece esencialmente respuestas y que los seres humanos compartimos con otras
especies, con la diferencia de que nuestra cognicion implicita ya no es natural. En determinado
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momento evolutivo, nuestros ancestros adquirieron la capacidad de simbolizar, pudieron salirse
de su propio cuerpo a través de la gestualidad deliberada, producto del control consciente de
€sos movimientos y a un sistema sofisticado de memoria que permitio la re-produccion de dichos
gestos. De esta manera nace la comunicacion consciente en nuestra especie y la produccion
social de artefactos que poseen una dimension material, pero también una simbdlica y que han
transformado el entorno de manera incesante. Nuestras capacidades intuitivas quedaron entonces
entrelazadas con nuestra capacidad de simbolizacion lo que permitio que la cogniciéon humana se
extendiera, a través de los simbolos, a una cognicidn explicita pero sin perder su polo a tierra: los
conocimientos implicitos, intuitivos, que se van adquiriendo directamente de la experiencia. De
manera que la raiz altima del significado, de un simbolo siempre se encuentra en una
experiencia, en una intuicion. En el caso del movimiento rectilineo, la experiencia s6lo puede
tener lugar en un espacio y en un tiempo. Pero convertir el movimiento en un objeto conceptual
requiere trascender la experiencia corporal, el aqui y el ahora a través de un proceso de re-
descripcion de las representaciones iniciales. Elegimos el programa SimCalc MathWorlds como
el principal mediador para que los estudiantes accedieran a las graficas cartesianas porque éstas
siempre aparecen vinculadas a una experiencia virtual de movimiento. El medio digital ofrece
ademas, las representaciones tradicionales que son usadas en el estudio del movimiento
rectilineo: tablas y expresiones algebraicas. De esta manera nuestra investigacion centra la
atencion en la evolucion de la capacidad interpretativa que los estudiantes desarrollan al
interactuar con las diferentes representaciones del movimiento rectilineo para entender las
relaciones entre los conceptos de distancia, velocidad y aceleracion a través de sus gréficas.

Antecedentes

En la instruccion escolar, el estudio del movimiento rectilineo mediado por tecnologia
puede ubicarse en los afos finales de la década de los 70’s cuando se implementan los
laboratorios basados en microcomputadoras (MBL por sus siglas en inglés) y se promueve el uso
de sensores para la ensefianza de las ciencias, permitiendo por primera vez que los estudiantes
generaran datos que se graficaban en tiempo real para ser analizados. En una primera etapa, la
investigacion en el campo hizo posible dimensionar la complejidad de este nuevo programa en la
educacion. Los métodos en que se basaban eran esencialmente cuantitativos y es posible
identificar en ellos una tendencia a clasificar las concepciones de los estudiantes respecto a los
conceptos relacionados con el movimiento. Estas categorias generalmente eran contrastadas con
aquéllas aceptadas cientificamente. Estudios de este corte permitieron advertir que los
estudiantes desarrollaban una capacidad sin precedente para medir y explorar el mundo fisico,
pero que “aunque los dispositivos digitales estimulaban el interés del estudiante, no
necesariamente contribuian a mejorar su comprension en relacion con los conceptos fisicos
fundamentales” (Thornton & Sokoloff, 1990, p. 865). Puede distinguirse una segunda etapa en la
investigacion vinculada al aprendizaje de los conceptos de movimiento, en trabajos como el de
Nemirovsky, Tierney & Wright (1998) - entre otros - quienes sostienen que si solamente se
oponen los conceptos erroneos de los estudiantes a los cientificamente aceptados se alejan de la
posibilidad de entender cémo es la relacion de los estudiantes con las herramientas tecnologicas
ante la tarea de interpretar las graficas cartesianas. En esta nueva etapa se adoptan cambios en las
metodologias y en el disefio de las investigaciones que permitirdn formular nuevas preguntas que
tienen que ver con la naturaleza del razonamiento matematico que los estudiantes pueden
desarrollar como resultado del uso de la tecnologia digital, asi como la naturaleza de la relacion
sujeto cognoscente-tecnologia-objeto. En este sentido, también se hace necesaria la busqueda de
marcos teoricos que pueden ayudar a explicar estas preguntas. En este contexto, un enfoque
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prometedor es el que centra la atencion en la configuracion de la complejidad y riqueza
semiodtica -los signos matematicos y las producciones gestuales, orales y escritas- que se
producen en el proceso de construccién de conceptos relacionados con el movimiento cuando los
estudiantes interactuan en un ambiente tecnologico. Este enfoque se aprecia en los trabajos de
Benitez (2012) y Radford (2009). Programas de simulacion como SimCal MathWorlds, también
han sido usados en la instruccidn escolar para acercar a los estudiantes al fenomeno del
movimiento. A diferencia de un sensor, en el que el movimiento puede identificarse como un
fendmeno unidireccional en el sentido que las graficas asociadas a éste s6lo pueden generarse
mediante la accion de un cuerpo moviéndose una sola vez, una simulacion virtual puede repetirse
tantas veces como se desee. Pero ademads, se tiene la posibilidad de generar el movimiento a
partir de su representacion grafica, tabular o algebraica, por lo que el movimiento puede tener un
tratamiento multidireccional. En las investigaciones de Salinas (2013) y Moreno & Hegedus
(2009) se destaca la ejecutabilidad como principal caracteristica de las representaciones
generadas por este tipo de programas, pues es lo que permite un tipo especial de interaccion entre
el estudiante y el medio digital. El estudio de esta interaccion y de como a través de ella surge
una actitud epistémica que consiste en que los estudiantes se confronten con sus representaciones
y las re-describan para transformarlas en nuevas representaciones es el marco en que se inscribe
nuestra investigacion.

Delimitacion del problema de investigacion

Se pretende estudiar el cambio cognitivo que los estudiantes experimentan cuando acceden
al estudio del movimiento a través del medio virtual que ofrece el programa SimCalc con el fin
de promover en ellos concepciones consistentes acerca de la relacion entre las graficas distancia-
tiempo, velocidad-tiempo y aceleracién-tiempo en el caso del movimiento rectilineo
uniformemente acelerado. Las preguntas de investigacion que se desprenden para alcanzar el
objetivo son:

(De qué forma los estudiantes logran dar significado a la relacion entre las gréaficas
cartesianas de distancia-tiempo, velocidad-tiempo y aceleracion-tiempo asociadas al movimiento
rectilineo cuando interactiian con un software de naturaleza dindmica como SimCalc?

(Como se configuran los diferentes medios semidticos —signos matematicos, producciones
gestuales, orales y escritas — para re-describir sus representaciones progresivamente y construir
dicho significado?

Perspectiva tedrica

De la intuicion a la simbolizacion

En el proceso evolutivo de una especie, su interaccion con el ambiente deja marcas
profundas en su sistema nervioso que permiten, antes que todo, su supervivencia. Se trata de una
base permanente, fija e inconsciente de conocimiento que algunos autores como Reber (1967
citado en Pozo, 2006) llaman conocimiento implicito o analégico. Es lo que permite la especie
Danaus plexippus (mariposa monarca) migrar hacia lugares mas prolificos para su reproduccion
y alimentacion, trasladandose distancias del orden de 5.000 kilometros, y conocer no sélo el
espacio, sino también el tiempo en que habra de viajar. Los seres humanos estamos sometidos a
las mismas leyes fisicas y, en cierto sentido, a las mismas leyes biologicas de otras especies,
también poseemos conocimientos implicitos grabados en nuestro sistema nervioso. Pero la
cognicion humana ya no es natural, “somos seres hibridos porque nuestra cognicion implicita
estd entrelazada con los productos culturales de la accion humana” (Donald, 2001, p. 157). Nos
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desenvolvemos en una realidad simbdlica, en un mundo profundamente transformado por la
cultura humana. Nuestras experiencias no se quedan atrapadas en el cuerpo. A través de los
simbolos, el ser humano ha logrado hacer objetivo su conocimiento. Asi, la cogniciéon humana se
extendid a una cognicion explicita gracias a su capacidad de simbolizacion.

Re-descripcion representacional

Explicar en qué consiste la funcion simbdlica de los signos y el proceso por el cual a través
de ellos el contenido seméntico de un objeto de conocimiento puede enriquecerse, ha sido
descrito por diferentes autores desde diversas perspectivas (Vygostki, Peirce, Kaput , Deacon,
etc.). Vygotski (1979 citado en Kozulin, 1990) plante¢ la existencia de formas intermedias
situadas entre los procesos mentales superiores y las funciones naturales: “los procesos mentales
superiores no se adquieren ni mediante un proceso de comprension subita, ni mediante una copia
de la conducta adulta”. Suponia que las operaciones simbdlicas surgen de conductas que
inicialmente no son simbolicas. Por su parte, Karmiloff-Smith (1992, citado por Tomasello,
2000) ha propuesto el modelo de la re-descripcion representacional para explicar el proceso de
significacion de un simbolo o de un sistema simbolico:

Mi tesis es que una manera especificamente humana para adquirir conocimiento es que la mente
explota internamente la informacion que ha almacenado (de manera innata y adquirida),
mediante la re-descripcion de sus representaciones, o de manera mas precisa, re-presentando de
manera iterativa, en diferentes formatos representacionales, lo que sus representaciones
internas representan. (p.194).

Pozo (2006) ejemplifica los niveles de simbolizacion en el contexto de la adquisicion del
concepto de nimero. Hoy se sabe de la existencia de representaciones pre-verbales de la
numerosidad asociadas a una representacion intuitiva, no sélo en nifios muy pequefios o aun en
bebés, sino también en animales. Tales representaciones estan fuertemente ancladas en la
percepcion espacial. En otro nivel se encuentra el uso del cuerpo, como los dedos y los gestos
para contar. El cuerpo se convierte en un mediador externo o cultural que permite también
realizar operaciones aritméticas como sumar o restar, de manera eficaz ante condiciones estables.
A medida que la vida social se vuelve mas rica se necesita disponer de nuevos sistemas de
representacion, un sistema de numeracion en forma de sistema de notacion. Pero no es necesario
conocer, ni mucho menos comprender las propiedades del sistema de numeracion como un todo
para operar con €l. Una reflexion sobre el sistema de numeracion estd objetivada en la Teoria de
Numeros, que implica el conocimiento del nimero en un nivel simbdlico tedrico y no sélo
pragmatico. Pero, ;como es posible que las representaciones iniciales puedan desencapsularse o
hacerse penetrables al funcionamiento de otros sistemas?

Karmiloff-Smith (1992) propone cuatro niveles en los que el conocimiento puede
representarse: Implicito (I), Explicito 1(E1), Explicito 2 (E2) y Explicito 3 (E3). En el primer
nivel las representaciones tienen una naturaleza esencialmente procedimental. La informacion
que contienen no se encuentra a disposicion de otros operadores del sistema cognitivo, por lo que
son representaciones impenetrables. En el nivel E1, esas representaciones iniciales se convierten
en representaciones simbdlicas que son estables, en el sentido de estar presentes en la memoria,
aunque el sujeto atin no tiene consciencia de ellas. En E2 las representaciones estdn disponibles
en formato simbdlico en la memoria, pero aun no pueden expresarse verbalmente, lo que sélo es
posible en el nivel E3. Tomasello reconoce en la categorizacion de Karmiloff-Smith la relevancia
de dos niveles basicos de conocimiento, el implicito y el explicito. Este ultimo, dice, se alcanza
solo después de que el sujeto cognoscente alcanza cierto nivel de maestria en la realizacion de
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una tarea, comenzando a reflexionar sobre las causas y razones de tal éxito. Para Tomasello
(2000), el proceso de re-descripcion representacional acontece cuando el individuo toma una
perspectiva, desde fuera, de su propia conducta y cognicion, como si fuera otra persona, pero
mirandose a si mismo. Del ejemplo que Pozo usa para entender el proceso de re-descripcion
representacional es posible identificar que se trata también de un proceso mediado por sistemas
culturales de representacion (miméticos, simbolicos, tedricos). El cuerpo, el sistema de
numeracion, la Teoria de Niimeros son sistemas semioticos que median la explicitacion
progresiva de las representaciones y su construccion en nuevas formas de conocimiento.

Mediacion cultural

El individuo nace inmerso en una cultura de la cual aprende modos de actuar, hablar y
razonar. Como individuos sociales, nuestras capacidades cognitivas s6lo pueden desarrollarse al
compartir el conocimiento que se vehicula a través de los sistemas simbolicos externos. El
conocimiento resulta de las acciones del sujeto cognoscente (el estudiante, en nuestro caso) que
se acerca a su objeto de conocimiento provisto de artefactos de mediacion. Al tener un artefacto
desconocido, de manera natural nos cuestionamos sobre su utilidad, lo que revela que un
artefacto siempre posee una dimension intencional, la actividad estd anclada en el artefacto. Es
entonces cuando el artefacto entra en la dimension cultural del medio, donde los usuarios
aprenden nuevas habilidades mediante su empleo. Una vez adquirida esa habilidad, podemos
sustituir el artefacto por la materializacion de la idea intencional del artefacto. De manera que es
posible identificar que un artefacto posee siempre una extension material y otra simbolica.
Wartofsky (1979) se refiere a los artefactos primarios y secundarios para diferenciar la version
material y la que existe en el espacio de habilidades de quien lo usa. Los artefactos son modelos
culturales porque objetivan las necesidades, intenciones y modos de accion humanos
involucrados en su produccion y empleo. En otras palabras, los individuos necesitan usar
artefactos para alcanzar sus metas. Al inicio, los artefactos permitieron la transformacion del
entorno natural. Pero el desarrollo de artefactos como la gestualidad, la escritura, el lenguaje, las
formas de organizacion social, las técnicas de produccion, permitieron también la transformacion
del pensamiento del hombre. En este sentido, la re-descripcion de las representaciones de los
estudiantes relacionadas con la forma en que dan significado a las graficas cartesianas asociadas
al movimiento rectilineo debe reflejarse en su conducta, a través de las producciones
comunicativas resultantes de la mediacion de las representaciones cinestésicas, graficas,
tabulares y algebraicas que el programa computacional les provee.

Proceso metodologico en la investigacion

Disefiamos un escenario experimental conformado en dos etapas que hemos llamado fase
de exploracion (2012) y fase de enfoque (2013). La seleccion de los estudiantes se baso en la
respuesta a una invitacion extensiva, realizada al inicio de cada etapa, para participar de manera
voluntaria en el proyecto, ya que de esta manera se tendria mas posibilidad de esperar una actitud
comprometida y participativa de su parte. Sus edades estaban comprendidas entre 16 y 18 afios y
en lo que respecta al 4rea de matematicas, se encontraban cursando la asignatura de Geometria
Analitica, correspondiente al segundo afio del subsistema de bachillerato mexicano al que
pertenecian. Ningln estudiante estaba familiarizado con el programa SimCalc, pero desde que
aceptaron participar en el proyecto se les indicé que debian instalarlo en sus computadoras y
explorarlo. Las sesiones se desarrollaron en tiempos y espacios fuera de su clase habitual de
matematicas. En cada etapa se trabajo con un grupo de 12 alumnos, conformados en equipos de
dos o tres integrantes, cada equipo disponia de una lap-top con el programa SimCalc. Ademas se
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contaba con una lap-top conectada a un proyector, con el objetivo de promover que los alumnos
la utilizaran para mostrar su trabajo al resto del grupo y para socializar el uso del programa. Al
inicio de cada sesion y de manera individual se les entregaban las hojas que describian el
desarrollo de la actividad y en las que debian anotar sus respuestas con boligrafo. En cada sesion
se iniciaba la discusion a través de una animacién o bien con graficas generadas por el programa
que eran creadas previamente por la investigadora, quien tomo el papel de profesora. Se planeo
el modo en que la investigadora, habria de interactuar en las sesiones. El desarrollo de éstas
consistié esencialmente en discusiones de las actividades por equipos y también en discusiones
plenarias, no en este orden, sino de acuerdo a las caracteristicas de la actividad y a las
circunstancias y dificultades que los estudiantes fueran enfrentando. La profesora medio la
interaccion entre los equipos en las discusiones grupales. La técnica utilizada en la recoleccion
de datos en ambas etapas fue la observacion sistematica del desempenio de los estudiantes y de la
profesora. Esta se realizé por medio de la videograbacion con una camara fija y dos méviles. Las
transcripciones del discurso oral, gestual y las producciones escritas de los estudiantes y del
profesor fueron las fuentes que permitieron interpretar como los estudiantes fueron re-
describiendo sus intuiciones a través de los sistemas simbolicos a los que accedieron a través del
programa.

La primera fase (2012) permitio identificar y valorar las posibilidades y los obstaculos en
la implementacion de las actividades con el software. Se disefiaron 9 actividades que fueron
desarrolladas en 9 sesiones de 100 minutos cada una. El resultado principal de la experiencia de
la primera fase, fue el disefo de 5 actividades que se aplicarian en la fase de enfoque, asi como
el ajuste de los métodos para la recoleccion de los datos, que son explicados en el siguiente
apartado.

La segunda etapa, desarrollada en mayo de 2013, consistid en la implementacion de 5
actividades, desarrolladas en 5 sesiones de 100 minutos cada una. Algunas actividades se
muestran en el Apéndice A. En esta etapa, un medio mas que se adopto6 para registrar los datos
fue la grabacion de las producciones digitales de los estudiantes a través del programa Camtasia
8, asi como el uso de dos camaras mas, que grabaron sin interrupcion la actividad de dos equipos
diferentes en cada sesion. Estas modificaciones metodoldgicas con respecto a la fase de
exploracion permitieron profundizar en el andlisis. La adopcion de la técnica de andlisis de
protocolo verbal fue utilizada en la interpretacion de la cuarta actividad.

Analisis

El anélisis presentado en este documento se centra en los hallazgos de la cuarta sesion de la
fase de enfoque, sin embargo, presentamos una breve descripcion de la secuencia tematica de las
actividades. El interés central de la investigacion, como ya se ha sefialado, es dar cuenta de coémo
los estudiantes logran dar significado a la relacion entre las graficas cartesianas de distancia-
tiempo, velocidad-tiempo y aceleracién-tiempo asociadas al movimiento rectilineo. En la
primera sesion se promovio6 una discusion para entender la relacion entre una animacion
generada en SimCalc, en la que dos actores virtuales seguian un trayecto rectilineo con velocidad
constante, con su grafica cartesiana de distancia-tiempo (d-t) y a partir de ella generar la grafica
cartesiana de velocidad-tiempo (v-t). El objetivo de la segunda sesion fue que los alumnos
discutieran como generar la grafica v-t a partir de la gréfica d-t, primero en el contexto del
movimiento rectilineo uniforme (mru), luego en el contexto del movimiento uniformemente
acelerado (mua). Se procur6 que los alumnos se centraran en las diferencias cualitativas de
ambos movimientos, en como lo veian, en como leian sus graficas y no en como se llamaban
(mru o mua).En la tercera sesion se trabajo con cuatro animaciones en el contexto del
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movimiento uniformemente acelerado. Los alumnos primero describieron de manera oral y
escrita cada una de las animaciones y trazaron las graficas d-t y v-t. Posteriormente compararon
sus graficas con las que el programa gener6. Un analisis a partir de esta tltima, daria la
posibilidad de conjeturar acerca de la forma de la grafica aceleracion-tiempo. En la cuarta sesion
los alumnos crearon una animacion que correspondia a un problema del encuentro de dos carros.
Esta tarea fue planeada con el objetivo de captar como los estudiantes expresaban las ideas en las
que se habia trabajado en las sesiones anteriores. Es importante sefalar que el tratamiento del
movimiento uniformemente acelerado hasta este momento, se habia realizado solo a través de
graficas y que seria hasta esta, la cuarta sesion, en que se haria necesario el tratamiento
algebraico, pero buscando que éste surgiera de una necesidad por expresar lo que ya no podia
explicarse solo con gestos, palabras o graficas. Finalmente, en la quinta sesion se trabajo con dos
animaciones de movimiento rectilineo, cuyas graficas d-t obedecian a un modelo exponencial y a
uno cuadratico, respectivamente.

En los siguientes apartados se presentan el andlisis de como un equipo abord¢6 el problema.
En las transcripciones Al, A2, A3 representan los integrantes del equipo, P se refiere a los
momentos de intervencion de la profesora. La descripcion de gestos, énfasis en el discurso y
otras aclaraciones se escriben entre paréntesis en italicas. Las referencias a las figuras se denotan
por Fn.x

La actividad de la cuarta sesion

Dos carros se mueven en la misma direccion en trayectorias lineales adyacentes. El carro
A se mueve con velocidad constante, comienza a moverse a 20m del origen y en el segundo 6, se
encuentra en loa posicion 32m. En el segundo 0, la posicion del carro B es Om y su velocidad es
12 m/s. Se sabe que la aceleracion del carro B en todo su trayecto es constante y es negativa.
Crea una animacion para mostrar cudl debe ser el valor de la aceleracion del carro B para que los
carros estén lado a lado en el segundo 4.

Episodio 1 Mdvil A. [00:00 a 4:36] Al toma el control de la computadora en este
episodio y crea un actor bajo un modelo lineal para su grafica d-t. De mas de 20 opciones que
tiene para elegir la apariencia del mundo, elige la que se llama Carsz, en la que los actores toman
forma de automoviles.

A2: En el segundo seis se encuentra en la posicion 32.

A1: Pero no dice el dominio ;0 si?

A2: No, no. Dice que en el segundo seis se encuentra en la posicion 32.
A3: El rango es de 0 a 6. (Pausa) No, el dominio es de 0 a 6.

A1 usa las herramientas del programa para obtener la recta que cumpla las condiciones del
problema.

1. P: ;Por qué dibujaron esa recta?

2. Al: Porque dice que el carro A se mueve a velocidad constante y una velocidad constante.

3. A2: ;Se supone que deberia ser una recta horizontal, ;no? (Interrumpiendo)

4. Al: Pero, cuando la grafica esta asi o asi (Figura 1) y pones la grafica de velocidad, la  grafica
es una linea horizontal

5. A2: Cierto

6. A3:Y también dice que el 0o., comienza en el metro 20 a partir del origen, estd aqui el punto. (E3
sefiala en la grdfica que aparece en la pantalla el punto (0,20))

7. Al: Este seria cero coma veinte y dice que en el segundo 6 esta en la posicion 32 y aqui nos dice
que en el segundo 6, no se ve mucho, pero esta en la posicion 32 (Activa la ventana de las
coordenadas del punto para que la profesora lo vea). Tenemos que es una velocidad constante porque
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es una linea y ahi si sacamos la de velocidad aca, va a dar que es una recta porque es constante. (A/
activa la ventana para obtener la grdfica de la velocidad y aparece la grdfica).

Figura 1. Gesto como artefacto simbolico para entender la grafica

Al inicio de este episodio, la primera observacion es que Al hace explicita la necesidad de
mantenerse cercana al problema al elegir un mundo virtual en el que los actores son
precisamente carros. Identifican como primer tarea, el representar el movimiento del carro A, a
partir de la grafica d-t. Al elige un modelo lineal y reconoce (2) en ¢él la velocidad constante. A2
también ha asociado la idea de velocidad constante a la imagen de recta horizontal (3), pero en
ese momento estan hablando sobre la grafica d-t y Al lo aclara usando el dedo indice para
establecer una relacion entre las graficas d-t y v-t. Podemos reconocer en este episodio un primer
nivel de re-descripcion de una parte del problema en un formato simbélico a través del gesto.

Episodio 2 Mévil B, primer grafico. [4:37 a 6:30]

8. A2: Entonces el segundo carro, en el segundo 0 esta en el metro cero

9. Al: O seaen el origen

10. A2: Y su velocidad es 12 metros sobre segundo. (Elige para el movil B un modelo lineal para la
grafica d-t). Se supone que su velocidad es la pendiente, entonces deberia estar ahi. (Activando la
ventana de velocidad, aparece la gradfica v-t)

11. Al: Que en su trayecto es constante y es negativa.

12. A2: No, pero eso es la aceleracion.

13. A3: Si tiene aceleracion, no puede tener velocidad constante. O sea su velocidad de cuando
empieza es de 12 metros sobre segundo, pero no termina con la misma velocidad, por tener
aceleracion.

14. A2: ;Cémo?

15. A3: O sea, si la velocidad es constante, no hay aceleracion, no hay cambio de velocidad. Entonces
debe de existir un cambio de velocidad.

16. Al: Tenemos que buscar una forma en que se crucen en el segundo cuatro. De lado a lado en el
segundo cuatro (leyendo el texto)

17. A3: No tiene dominio tampoco, ;verdad?

18. Al: ‘Mm (En tono de negacion). Pues vamos a poner en segundos, 5.

La primera propuesta de Al para representar el movimiento del mévil B es por medio de
una grafica d-t de forma lineal. La confrontacion con su grafica v-t, genera entre los integrantes
una busqueda de relaciones entre lo que plantea el problema y lo que ven en la grafica (13, 14).
Esta busqueda también se refleja cuando A3 pregunta por el dominio (17) y al no contar con mas
informacion proponen elementos para construir la grafica (18).
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Episodio 3 Mévil B, segundo grafico. [6:30 a 20:25]

19. A3: Para que la aceleracion sea negativa tiene que ser asi, ;no? o asi. (F2.a, izquierda)Pero si
empieza en cero y es positiva entonces tiene que ser asi (F2.a, derecha), la cosa es pues, vemos como
reacciona, /no?

20. A1l: Pero el problema es que si lo dejamos asi, va a alcanzar la otra linea mas rapido. Si lo
hacemos al revés (F2.b).(Hace un gesto con el dedo, indicando cambio en la concavidad de la curva)
21. A3: Pero ya no seria aceleracion negativa.

22. A2: Pero el problema es que se tiene que cruzar ;jno? (Toma el lapiz) (F2.c)

23. Al: Aja. Porque se tiene que cruzar hasta el segundo cuatro.

23. A2: La otra esta asi, entonces se debe de cruzar asi.

24. Al. Porque primero tiene que avanzar muy lento para que en el segundo 4 las dos se crucen. Si lo
hacemos al revés en muy poco tiempo la otra va a alcanzar la linea.

25. A2: A menos que sea asi (F2.d) (Se rie, pues parece que sabe que su argumento no es
convincente).

26. A2: Asi se intersectan

27. A3: Pero su aceleracion es positiva

Al inicio de este episodio, el equipo deja el trabajo en la computadora por el trabajo en
papel y 1apiz. A3 toma la iniciativa (19) y hace dos trazos curvos. No sabe como caracterizar con
una palabra ese tipo de curvas, pues en ningtn episodio lo hace, pero recurre a otro artefacto, las
gréficas, para comunicar lo que estd pensando. Acto seguido A3 traza los ejes cartesianos con la
curva que cree corresponde a las condiciones del problema (F2.a, derecha). En ese momento
comienza una interesante intervencion de los otros integrantes. Los trazos de A3 se convierten en
un medio no s6lo para que A3 se exprese, sino para que sus otros compaferos piensen a través de
ellos. El interpreta iconicamente el trazo de A3, porque para refutarlo se basa en un nuevo trazo
que hace y en el que las graficas d-t de ambos carros no se podrian cruzar. La identificacion de
un cruce entre ambas graficas, refiere nuevamente una re-descripcion del problema en términos
simbdlicos. En el extracto se puede reconocer que los estudiantes hablan del cruzamiento de las
graficas (usan el articulo femenino, por ejemplo) (20, 23,24). No hay acuerdo, pero A3 sigue
convencida de la forma de la grafica d-t (21,27), sin embargo, debe rebasar la representacion
grafica para convencer a sus compafieros. E1 borra la propuesta inicial (el modelo lineal) y traza
con el programa un modelo cuadratico, que por default tiene concavidad hacia arriba. Enseguida
activa la pantalla que presenta la forma algebraica y cambia los pardmetros consiguiendo nuevas
formas de la parte de la parabola, hasta conseguir con ayuda de sus compafieros el cambio de
concavidad. Comienzan entonces de manera arbitraria a cambiar los otros pardmetros para
conseguir lo tienen en mente y han materializado en el papel: conseguir que se intersecten en el
segundo 4.

£

Figura 2. Re-descripcion del problema en un nivel simboélico mediado por las graficas

A1 expresa una confusion que tiene, pues cree que la velocidad del mévil B debe ser siempre
igual que 12 m/s. A3 hace la aclaracion que en el texto se plantea que esa es la velocidad inicial
de B. Este intercambio de ideas conduce a traer a la pantalla las graficas de velocidad de los
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moviles A y B, que hasta el momento no las habian requerido. Ahora las graficas de velocidad
toman una nueva dimension. A diferencia del primer episodio (7), la grafica no sélo tiene la
funcién de comprobar una construccion, sino que propiamente les dara la posibilidad de construir
la animacion.

Episodio 4 Validacion grafica por medio de las areas. [20:27 a 23:10]

28. P: ;Coémo pueden decir que esa es la grafica correcta, que se encuentran los dos carros en el
segundo cuatro?

29. A3: Eh. Haciendo el area de ;velocidad? Por ejemplo, hacemos que es ..., es que no se ve. (ajusta
la escala de la grdfica para poder calcular el darea), entonces decimos que en cuatro, aqui son ocho.
30. P: ;Qué quiere decir ese 8?

31. A3:Que...que....

32. A2:Que en el segundo cuatro, a partir de su origen que es el veinte, se le va a sumar otros ocho,
para que sea en el segundo cuatro, entonces va a estar en el 28.

33. P:y ;qué tendria que pasar con el otro?

34. A2: Su area tendria que estar en 28 al llegar al cuatro. Serian 11 menos 3, ocho. Y por cuatro,
veintiocho. Si.

35. Al: No. Treinta y dos, entre dos, dieciséis.

36. A3:Y...y... los otros, estos, son doce y dieciséis mas doce, veintiocho. Se encuentran en el metro
28 en el segundo cuatro.

En la Figura 3 se muestran las construcciones consecutivas del equipo. Su construccion
final no cumplia con la condicion de que la velocidad del mévil B en el segundo 0, fuera 12 m/s,
en su construccion era igual que 11m/s. La figura F3.d fue obtenida por medio de la
manipulacion de la grafica de velocidad, que el programa permite. Sin embargo, la construccion
estd lejos de ser una construccion por ensayo y error. El argumento se basa en el extracto del
Episodio 4. La manipulacion de la grafica de velocidad no fue arbitraria, tal como lo muestran
las intervenciones de A3 (29, 36) y A2 (32), ellos re-describen el significado de las graficas de
velocidad en términos del area bajo los cuadrilateros que forman las curvas con los ejes
cartesianos y lo relacionan con las graficas d-t correspondientes.

|
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o |
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Tiempo (Segimdos) ] Tiespo (Segundcs

Figura 3. Graficas cartesianas d-t (a,b,c), v-t (d) para carro A (rojo) y carro B (verde).

Conclusiones

Hemos descrito en las secciones previas la experiencia de un grupo de estudiantes cuando
interactuaron en un entorno digital con el objetivo de dar significado a la relacion entre las
gréaficas distancia-tiempo, velocidad-tiempo y aceleracion-tiempo, en situaciones especificas.
Aunque estos resultados involucran un nimero pequefio de estudiantes, los resultados sugieren
que la herramienta digital elegida puede contribuir a que ellos desarrollen diferentes formas de
representar, explorar y expresar ideas matematicas de manera complementaria con el lapiz y el
papel. También puntualizamos el hecho de que se requieren métodos que permitan acercarse lo
suficiente cuando los estudiantes trabajan en un entorno digital, de aqui la decisiéon de mostrar en
el escrito esa parte de la experiencia. No obstante, creemos que los resultados obtenidos son
parte de un proceso social que comenz6 aun antes de la primera sesion de trabajo con ellos, pues
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ya para ese momento, los estudiantes tuvieron que re-describir sus intuiciones y creencias acerca
del movimiento rectilineo para poder internalizar los artefactos simbolicos creados
culturalmente. Estas intuiciones son parte de la identidad cognitiva del ser humano, no se pueden
abandonar, sino mas bien re-describir. Los resultados de este proyecto pueden alimentar
favorablemente la discusion de la fuerza conceptual de una grafica. Por ejemplo, mediante la
representacion grafica de una funcion, podemos hablar de manera inmediata de su concavidad, lo
que resulta inaccesible si tratamos de hacerlo a través de su representacion algebraica. Pero
cuando ademas, la grafica estd anclada en una experiencia de movimiento, se tiene la posibilidad
de acceder a las ideas matematicas de variacion y acumulacion de manera sustancial. Un
acercamiento intuitivo al Teorema Fundamental del Célculo (TFC) puede ser posible desde el
inicio de un curso tradicional de Calculo y no esperar al final, como es comn, para mostrar un
TFC util solamente en una faceta algoritmica.
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Apéndice A

Algunas respuestas de los estudiantes a las actividades propuestas
En la primera sesion los alumnos debian interpretar las graficas distancia-tiempo a través de
descripciones verbales referidas al movimiento rectilineo, algunas no eran posibles.
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En la quinta sesion se mostraron dos animaciones en la pantalla del salon de clases. S6lo una
correspondia a un movimiento uniformemente acelerado. Los alumnos debian identificarla y dar

argumentos a su respuesta.
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