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Resumen

Los estudiantes de ensefianza media se enfrentan al uso e interpretacion de los
parametros en funciones polinomiales, lugares geométricos y expresiones algebraicas
en general. Este hecho conduce a la necesidad no solo de diferenciar los parametros
de otro tipo de literales como variables o incdgnitas, sino también dar un sentido de
uso a los mismos con la finalidad de agrupar los objetos matematicos en entidades
mas generales como son las familias de funciones. El presente taller tiene como
objetivo mostrar la influencia que puede tener el uso de un recurso tecnoldgico
dindmico en la comprension de esta polisemia de las literales, asi como en la
optimizacion de la ideas como puede ser la generalizacion.

Palabras clave: entornos tecnoldgicos, funciones polindmicas, polisemia de las literales,
parametros y familias de funciones.

Introduccion

Desde la década de los afos ochenta, la literatura de investigacion sobre el tema, advierte
que los estudiantes son enfrentados a una polisemia de las literales, es decir, a diferentes
significados atribuidos a una misma literal, involucrada en los procesos de ensefanza -
aprendizaje de la matemadtica escolar. De los primeros autores en sefalar este fendmeno, se
encuentran Usiskin (1988) y Kiichemann (1981) que de manera general identifican tres usos de
las literales (ver Tabla 1).
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Tablal.Uso de las literales
Incognitas especificas Donde la literal tiene un valor desconocido
como en las ecuaciones

Numeros generalizados Donde la letra puede tomar mas de un valor,
como en el caso de patrones en sucesiones
numéricas o figurativas

Variables en relacion funcional Donde las literales representan un rango
especifico de valores y existe una relacion
entre dos conjuntos numéricos.

A la polisemia anterior se unen otro tipo de literales llamados Pardmetros, surgidos en la
exploracion de entidades atin mas generales, que poseen significados propios capaces de agrupar
en familias, expresiones algebraicas en un nivel aiin més abstracto. Por ejemplo, y = ax significa
“y es una funcion lineal de x, donde a es un pardmetro, pero puede leerse también como el lugar
geométrico de una recta que pasa por el origen con pendiente a. En cursos de Pre-Célculo existe
una presencia abundante de Pardmetros, en objetos tales como familias de funciones, lugares
geométricos e incluso en expresiones algebraicas que modelan diversos fendémenos.

Antecedentes

El hombre ha extendido sus capacidades cognitivas via la interaccion con herramientas
materiales y simbdlicas. El desarrollo del conocimiento ha estado acompafiado de las tecnologias
cognitivas. Investigaciones como las de Duval (1998), D’ Amore (2001), han afirmado que la
actividad matematica, es esencialmente simbolica. Por otra parte, ha surgido una creciente
utilizacion de la tecnologia digital en los procesos de ensefianza aprendizaje de las matematicas
como lo muestran Arzarello (2004), Borba y Villareal (2006), Artigue (2002), Verillon y
Rabardel (1995), Guin y Trouche (1999), etc.

El presente taller toma como punto de partida una investigacion realizada sobre la
conceptualizacion de parametros a través de entornos tecnoldgicos dindmicos. En nuestro estudio
analizamos la evolucion cognitiva de los sujetos desde el enfoque de la aproximacion
instrumental, dado que las acciones instrumentales producen una version signica del
conocimiento. Artigue (2002) menciona que un instrumento se diferencia del artefacto fisico que
lo origina por ser “una entidad mixta, parte artefacto y parte proyectos cognitivos los cuales lo
hacen un instrumento”. La conversion del artefacto en instrumento involucra una evolucion en
los diferentes usos del artefacto. Este proceso es llamado génesis instrumental.

El proceso de génesis instrumental, segiin Artigue (2002), se desarrolla en dos direcciones:
La primera se enfoca hacia el artefacto, asimilando progresivamente sus potencialidades y
limitaciones, transformandolas para usos especificos. Esta parte es conocida como:
instrumentalizacion del artefacto
La segunda se dirige al sujeto, principalmente a la apropiacion de planes de accion
instrumentada los cuales eventualmente tomardn forma de técnicas instrumentadas que permitan
dar respuestas a tareas: instrumentacion

El siguiente esquema retomado de Guin y Trouche (1999) intenta esquematizar el proceso
de génesis instrumental (ver Figura 1).
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Potencialidadés\( ;ﬁ conoamlentO‘
Limitaciones \

Artefacto

Génesis Instrumental
Génesis Instrumental a través de problemas y tareas ‘

Reorganizacion de la actividad.
Instrumento

Figura 1. Génesis Instrumental.

En lo referente al andlisis de las limitaciones del artefacto Guin y Trouche (1999) las
clasifican en tres tipos:

e Limitaciones internas, relacionadas con las representaciones intrinsecas en que el artefacto
exhibe los objetos asi como a los procesos de calculo. Esto se debe a que las
representaciones de los objetos en papel y lapiz pueden cambiar al introducirlos en el
medio tecnoldgico y mostrarlos en su propia forma de representacion.

e Limitaciones de comando, respecto a las posibilidades de accidon proporcionadas al usuario,
es decir, son los requerimientos sintdcticos que deben ser memorizados por los
estudiantes para operar con el dispositivo digital. Esta limitacion refleja el entrenamiento
adquirido por el estudiante sobre el conocimiento de las funciones del artefacto, es una
limitacion de interface.

e Limitaciones de organizacion, referidas no s6lo a las funciones de cada comando sino a la
relacion de dichos comandos para poder establecer planes de accion.

Las potencialidades del artefacto seran identificadas dependiendo de su complejidad, de
acuerdo a las especificaciones del mismo en el sentido de qué tantas funciones pueda ofrecer, asi
como la manera en que éstas puedan simplificar la consecucion de las tareas.

El conocimiento del sujeto manifiesta su concepcion sobre los objetos trabajados en el artefacto.
Comunmente los estudiantes tienen sus planes de accion fuera del artefacto, representados por
sus técnicas con papel y lapiz.

Los alumnos, deben combinar estas técnicas con el artefacto a través de la resolucion de
problemas, y es en esta vinculacion de ambientes donde se produce la génesis instrumental.
Otros aspectos importantes a considerar son los procedimientos llevados a cabo con el
instrumento, es decir, la ejecucion de los planes de accion o también llamados técnicas
instrumentadas que tienen un valor técnico por si mismas, pero deben ir de la mano con el
discurso tedrico para no convertirse en rutinas de memoria.

Como menciona Artigue (2002) las técnicas instrumentadas tiene un valor epistémico que
contribuye a la comprension de los objetos generalizados no accesibles a los estudiantes de
forma inmediata.

El convertir una tecnologia en legitima y matematicamente util desde un punto de vista
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educativo, sea cual sea la tecnologia en cuestion, supone, modos de integracion que permiten un
equilibrio satisfactorio entre el valor epistémico y el pragmatico de las técnicas instrumentadas.
Y esto necesita que las tareas propuestas en los planes de estudio, no sean simples adaptaciones
de lo obtenido con ldpiz y papel. Desgraciadamente, tales tareas no son creadas tan facilmente
cuando se entra en el mundo de la tecnologia con una cultura de lapiz y papel (Artigue, 2007).

Investigaciones sobre parametros.
El pardmetro como generalizador en la resolucion de problemas.

Drijvers (2003), realizo una investigacion sobre el aprendizaje del concepto de parametro
que incluyd el uso de ambientes tecnologicos y a partir de la cual ha podido generar
aseveraciones como las siguientes: “El pardmetro es una variable extra en una expresion
algebraica o funcidon que generaliza toda una clase de expresiones, toda una familia de funciones
o un grupo de gréficas. El parametro es considerado una meta — variable: la a en y=ax+b puede
jugar los roles de una variable ordinaria, un fijador de posicion, una cantidad desconocida o que
cambia pero ésta actiia en un nivel mas alto que el caso de una variable. Por ejemplo, un cambio
del valor del pardmetro no afecta s6lo un punto en particular, sino completamente a la grafica.
Los diferentes roles de las variables son nuevamente considerados, pero ahora en un nivel mas
complejo, y la funcidén genérica se convierte en el objeto de estudio. El concepto de parametro
resalta la abstraccion de situaciones concretas. Las representaciones algebraicas mas formales y
generales se vuelven parte natural del mundo matematico de los estudiantes” (Drijvers, 2001,
p.222).

Dentro de nuestra investigacion se realiza un analisis conceptual del fendmeno parametro que
permite identificar los tres pasos esenciales en el aprendizaje del mismo: el parametro como un
fijador de posicion, como una cantidad que cambia y como un generalizador. El rol de pardmetro
como incognita no es explicito ya que tiende a cambiar la jerarquia entre parametro y variable.

La siguiente tabla muestra las categorias de analisis del parametro tomadas por Drijvers
(2001) en el escenario didactico (ver Tabla 2)

Tabla2.
Roles del Parametro
Rol del parametro a eny=ax+b Modelo grafico .
Actividad del .
) diant Funcién del CAS
a contiene valores , estudiante
.. . . Una grafica, que es
Fijador de posicion | especificos, uno por
remplazada por otra .
uno Variacion .
. foe Resolver ecuaciones,
sistematica de los sustituir eréficas
Cantidad que Grafica dinamica valores de un anima dasg
cambia a transita a traves de | como cuando se parametro
un conjunto de pasan rapidamente
Parametro que se manera dindmica las paginas de una
desliza historieta . Graficas de grupos
Generalizador Generalizacion de
situaciones )
a repretsenta un i Un grupo de soluciones Y Resolver ecuaciones
5 conjunto, generaliza , . -
Parametro que junto, gene gréficas juntas parametricas.
determina una toda la situacion
familia
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La investigacion de Drijvers (2001) ademas de tener en comun con la nuestra, el analisis de
los parametros, comparte la postura hacia la tecnologia del grupo francés de Artigue, Trouche y
Guin (1999), sefialando, que el uso adecuado de un CAS requiere hacer explicitos los diferentes
roles de las literales a diferencia del trabajo con lapiz y papel como parte del proceso de
convertir un artefacto en instrumento. Dentro de las conclusiones de esta investigacion destaca el
hecho de que el escenario didactico confirm6 que el CAS fue til para utilizar el parametro como
generalizador en la resolucion de problemas en los que intervienen expresiones algebraicas tales
como ecuaciones o funciones. El uso de la maquina libera a los estudiantes de la preocupacion
sobre los célculos y enfatiza una concepcion global de los procedimientos de solucion.
Distincion del uso de literales como parametros del uso como variable.

Bloedy — Vinner (1994); realiz6 una investigacion con estudiantes de bachillerato en Israel
con el proposito de distinguir el uso de literales como parametros del uso como variable.
Menciona que los pardmetros se estudian tanto de manera explicita como implicita, cuando se
analizan familias de ecuaciones, familias de funciones, en problemas de enunciado verbal y otros
tipos de problemas matematicos.

Bloedy — Vinner (2001); menciona que para analizar las dificultades de los estudiantes en

entender la nocioén de pardmetro, y distinguirla de incognitas y variables, primero se debe
explicitar la distincion entre ellas como es asumida para la comunidad matematica. Esta nocion
tiene dos componentes, una proveniente del contexto donde hay que distinguir cuales son
parametros y cudles son variables. El segundo componente se refiere a los diferentes roles de los
parametros, incognitas y variables.
Cuando se pregunt6 a un grupo de alumnos de nivel medio cual era el rol de un parametro, un
estudiante dijo: Es una constante. El grupo completo dijo pero varia. Otro sujeto comento: Es
una variable con valor constante. En esas respuestas hay un conflicto entre si el parametro es
constante o variable (Bloedy — Vinner, 2001, p. p. 180).

Fundamentacion del taller

En la investigacion de referencia a la propuesta de taller que presentamos, acudimos a
estudiantes de nivel bachillerato en la ciudad de México, jévenes de edades entre 15 y 17 afios, a
los cuales, se aplicaron cuestionarios exploratorios en papel y lapiz para indagar sobre las ideas y
uso que tenian al respecto de los parametros. Se impartieron sesiones de ensefianza en ambientes
tecnoldgicos como TI-Navigator y Geogebra utilizando tareas y problemas relacionados con
funciones constantes, lineales y cuadraticas. Todas las sesiones de ensefianza fueron video
grabadas, y analizadas para poder extraer fragmentos que nos otorgaran evidencia empirica para
responder cuestionamientos sobre el tema, a saber: ;Como contribuyen los entornos tecnoldgicos
en la distincion de los usos de las literales y en la visualizacion de la representacion grafica de
funciones polinomiales al variar los pardmetros que intervienen en las mismas? ;Puede el uso de
entornos tecnologicos favorecer la comprension de la nocion de pardmetro involucrada en
funciones polinomiales?

Con el fin de responder estas interrogantes se propuso una ruta didactica, construida por
medio de trayectorias hipotéticas de aprendizaje conformadas por secuencias de tareas, donde se
pretenden capturar los hitos fundamentales que conducen al avance progresivo del conocimiento.

Dentro de nuestra investigacion se realiza un andlisis conceptual del fendémeno pardmetro
segun Drijvers (2003) quien en su investigacion sobre el aprendizaje del concepto de parametro
incluy¢ el uso de ambientes tecnologicos y a partir de la cual ha podido permite identificar los
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tres pasos esenciales en el aprendizaje del mismo: el pardmetro como un fijador de posicion,
como una cantidad que cambia y como un generalizador.

Las rutas didacticas fueron ensambladas y analizadas bajo las perspectivas tedricas antes
mencionadas y hemos encontrado los siguientes aspectos relevantes respecto a la diferenciacion
de parametros y variables a partir de entornos tecnoldgicos. Las trayectorias hipotéticas trazadas
en la ruta didéctica, mostraron un avance en la nocion de parametro ya que se crea una
concepcidn de naturaleza mas continua que discretizada debido a las ventajas dinamicas de la
herramienta a diferencia de la ensefianza regida por la cultura de papel y lapiz, en la que
comunmente se utilizan solamente medios estaticos de representacion de objetos matematicos, lo
cual hace que la evolucion de lo discreto a lo continuo en el estudio de funciones, se logre en
periodos de tiempo mas largos y en un menor niimero de estudiantes. Podemos también destacar
que las potencialidades dindmicas de manipulacion de objetos, permiti6 llevar las exploraciones
de los efectos de los pardmetros en graficas correspondientes a expresiones como f(x) = ax+by
f(x)= ax*+bx-+c.

Desarrollo del taller

Debido a que los avances antes mencionados se lograron a través de la conjuncion de dos
entornos tecnologicos, nos dimos a la tarea de buscar algun dispositivo digital que pudiera
integrarlos en una sola herramienta, llevandonos al conocimiento de un nueva tecnologia
desarrollada por Hewlett-Packard, conocida como HP Prime Graghing Calculator, en la cual es
posible condensar las bondades encontradas de los entornos anteriores en uno solo, ademas de
ofrecer una mejor interfaz de uso para estudiantes tanto de nivel secundaria como pre-
universitarios, ademas de que en la reformulacion y primeras puestas en marcha de las rutas
didacticas en este nuevo instrumento digital parecen ofrecer mayor ergonomia cognitiva, la cual
favorece una mayor centracion del andlisis de los objetos matematicos en cuestion sin necesidad
de desviar la atencion demasiado en los vericuetos de instrumentalizacion del propio artefacto. El
dispositivo fisico en cuestion y su version digital para PC se muestran en la Figura 2.

HP Prime Graphing Calculator

Biblioteca de aplicaciones

Funcion Creacionde  Geometria Hoja de
graficas calculo

i )
1Var 2Var Inferencia ~ DataStreamer =1 X
estadistica ~ estadistica : =

Soluc.  Soluc. lineal

Exénlav Explor.
cuadratico _ trigonor.
Guard. | Reini. | Orden. ] Envia Inicio |

Figura 2 DlSpOSlthO HP Prime Fisico y Virtual.

Dentro del el taller que seré dividido en tres partes ajustadas al tiempo indicado por comité
organizador del evento en la primera tercera parte del mismo mostraremos el tipo de actividades
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y problemas desarrollados en la investigacion previa al respecto de la conceptualizacion de
parametros, asi como del estudio realizado con el uso de tecnologia digital para su exploracion.,
junto con sus antecedentes y resultados obtenidos.

En la segunda parte del taller se mostraran las funcionalidades de la nueva herramienta HP Prime
Graghing Calculator, con la finalidad de que el publico asistente las reconozca y desarrolle uso
basico de algunas de las aplicaciones principales haciendo visible la sencillez en el transito de las
categorias conceptuales del pardmetro aportadas por Drijvers, a través de cuatro de sus
principales aplicaciones, funcion, Creacion de graficas, Explorador cuadratico, Explorador lineal
(ver Figura 3).

U Creacion de .

: Explor.  Exp Iuradur
Funcion  graficas  cyadratico Iineal

Figura 3. Indicar el titulo.

Mostrando que por medio de un orquestacion instrumental de aplicaciones, podemos lograr
diferentes acercamientos a la nocidon de parametro, asi como de su influencia en funciones
lineales y cuadraticas, dejando entre ver que su adecuado manejo didéctico en la ensefianza de
las matemadticas en la educacion media permite al estudiante concebir este uso de la literal como
un potente generalizador de ideas capaz entre otras cosas de agrupar los objetos matematicos en
cuestion en familias de funciones.

En el ultimo tercio del taller se pedira la solucion de algunos problemas via el uso de las
aplicaciones exploradas en la HP Prime Graghing Calculator relacionadas con el uso de
parametros. Tales como pedir condiciones especificas que deben cumplir ciertas graficas,
asociadas y no asociadas a fendémenos contextualizados como elongacion de resortes, caida libre,
uso de proyectores de video, entre otros.

Expectativa del taller

A lo largo del taller, se discutirdn las potencialidades y limitaciones del uso de este tipo de
dispositivos digitales y de otros como pueden ser incluso software libre, como posibles recursos
que puedan ayudar en potencializar la conceptualizacion del uso de la literal como parametros, la
cual es un tema poco explorado tanto en la investigacion como en la puesta en marcha de
orquestaciones didacticas en favor de su comprension en la ensefianza regular de las matematicas
escolares; de igual manera se tomara lo explorado para que los asistentes reflexionen sobre otro
tipo de objetos matematicos que consideren relevantes para realizar indagar sistematizadas sobre
la exploracion de los mismos en sus versiones digitales.
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